Apolonijev problem

Luka Krofl, Pija Pisar, Maja Vivod
Mentorica: Manca Ernst
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Povzetek

V ¢lanku obravnavamo problem konstrukcije kroznice, tangentne trem danim kroznicam. Problem
re§imo s pomocjo potence tocke na kroznico in inverzije.

1 Potenca tocke na kroznico

Definicija 1. Naj bo w kroznica s srediscem v O in polmerom r ter naj bo X poljubna tocka v ravnini.
Stevilo

| XO? — r?
imenujemo potenca toéke X ma krozZnico w. Oznacdimo ga s P(X,w).

Iz definicije sledi, da je potenca tocke na kroznico pozitivna, kadar tocka lezi zunaj kroznice, in
negativna, kadar lezi znotraj kroznice.

V nadaljevanju bomo v primerih, ko gre o¢itno za razdalje med tockami in ne za imena daljic, namesto
z | X O] dolzino daljice XO oznagcili kar z XO. Oglejmo si naslednja izreka, ki povezujeta koncikli¢nost
tock z razdaljami med njimi.

Izrek 1. Naj bodo A, B, C in D tocke v ravnini, med katerimi nobene tri niso kolinearne. Naj bo tocka
X presecisce premic AB in CD. Tocke A, B, C in D so konciklicne natanko tedaj ko velja

XA -XB=XC-XD.

Ce so tocke A, B, C in D konciklicne, je zgornja vrednost enaka potenci tocke X na kroznico, ki poteka
skozi tocke A, B, C' in D.

Dokaz. Denimo, da so totke A, B, C' in D konciklicne. Naj bo O sredisée kroznice, ki poteka skozi te

LXX1A=180° — LAX 1 X>5.
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Slika 1: Tocke A, B, C' in D so koncikli¢ne natanko tedaj ko velja XA - XB = XC - XD.

Iz koncikli¢nosti tock A, B, X7 ter X5 potem sledi
/X X1A=/X3BA.
Opazimo, da sta trikotnika AX AX; in AX X5 B podobna, torej je

XA XX,
XX, XB

in
XA - XB=XX; XX,.
Ce ponovimo postopek e za tocki C' in D, dobimo XC'- XD = X X; - X X5, torej velja

XA-XB=XC-XD.

Pokazimo Se, da je ta vrednost enaka potenci tocke X na kroznico, ki poteka skozi tocke A, B, C' in
D. Naj bo r polmer te kroznice. Ker tocki X; in X5 dolocata njen premer, lahko zapisemo

XX - XXy =(XO—-7)(XO+r)=X0?—-7r? = P(X,w),
torej jeres XA+ XB = P(X,w).
Dokazimo Se implikacijo v drugo smer. Predpostavimo, da velja XA - XB = XC - X D. Potem je
XA _XD
XC XB’
Sledi, da sta AXAC in AX DB podobna. Velja
/BAC =180° — ZCAX =180° — ZXDB = /BDC,
torej so tocke A, B, C' in D res koncikli¢ne. O
Pokazimo Se poseben primer izreka

Izrek 2. Naj bodo A, B in C nekolinearne tocke in naj tocka X lezi na premici BC. Naj bo w kroznica,
ki poteka skozi te tocke. Potem velja
XA*=XB-XC

natanko tedaj ko je premica X A tangentna na to krozZnico.
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Slika 2: Premica X A je tangentna na kroznico, oértano AABC, natanko tedaj ko velja X A% = XC-XD.

Dokaz. Predpostavimo, da velja X A? = XB - XC. Po izreku [1| velja, da je XB - XC = P(X,w). Ker
je XA? > 0, je tudi P(X,w) > 0, torej tocka X lezi zunaj kroznice. Potem zagotovo obstaja tangenta
na kroznico w, ki poteka skozi tocko X. Naj bo tocka T dotikalis¢e te tangente. Po Pitagorovem izreku
velja

XT?=X0?-0T? = XO? -1 = P(X,w) = X A%

Iz tega sledi, da je | XT'| = | X A|. Sedaj imamo dve moznosti; ali je A =T in je X A tangenta na kroznico
w, ali pa je T dotikalis¢e druge tangente iz tocke X na to kroznico. Ker je | XT| = | X A|, je v tem primeru
premica X A tudi tangentna na kroznico w.

Dokazimo Se drugo stran ekvivalence. Denimo, da je premica X A tangentna na oCrtano kroZznico
trikotnika AABC'. Potem velja

XA?=X0%-0A?=X0?-r?=P(X,w) = XB-XC,

od koder sledi
XA?=XB-XC.

1.1 Potenc¢na premica in potencno sredisce

Poglejmo si, kako je videti mnozica tock, ki imajo na dve dani kroznici enako potenco.

Izrek 3 (Potencna premica). Naj bosta T’y in Ty kroZnici v ravnini s sredigéi v tockah Oy in Oz. MnoZica
tock, za katere velja
P(X,Ty) = P(X,Ty),

je premica, pravokotna na zveznico med tockama Oy in Oy. Imenujemo jo potenéna premica kroZnic
'y in Ty, Ce se 'y in Ty sekata v tockah A in B, je njuna potencna premica premica, ki poteka skozi
tocki A in B.

Dokaz. Izrek bomo dokazali z uvedbo koordinatnega sistema. Recimo, da ima kroznica I'y polmer r; in
se njeno sredisce nahaja v tocki (a,0), kroznica I'y pa ima polmer r5 in sredisée v tocki (b, 0), kjer a # b.
Naj bo X tocka s koordinatami (z,y). Za potenco X na kroznico I'; velja

P(X,Ih) = (m—a)2 + 12 —r%,

za potenco X na I'y pa
P(X,Ty) = (x —b)*> + 9> — 1.
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Slika 3: Potenc¢na premica.

Ker sta potenci enaki, velja
(@ —a)®+y* —ri= (2 - +y* -1},
—2za +a® —r? = —2xb + b* — 13,
r? —r2 + 0% —a?
2b—2a
Ker vemo, da a # b, smo v zgornjem rac¢unu smeli deliti z izrazom 2b — 2a. Opazimo, da je x konstanten,
y pa je poljuben. Tocke oblike (z,¥), ki imajo enako potenco na obe kroznici, torej opisejo premico z
enacbo = = ¢, ki je pravokotna na x-os.

Poglejmo si Se primer, ko se kroznici I'; in 'y sekata v tockah A in B. Ker ti tocki lezita na obeh
kroznicah, je

xTr =

P(Aarl) :P(A7F2) :P(B7F2) :P(B7F1) =0,

kar pomeni, da je njuna poten¢na premica res premica, ki poteka skozi tocki A in B. O

Slika 4: Poten¢na premica kroznic, ki se sekata v tockah A in B.
Izrek 4 (Potenc¢no sredisce). Naj bodo T'y, Ty in T's krozZnice v ravnini in naj bodo O1, Os in O3
zaporedoma njihova sredisca.

1. Ce so tocke O1, Og in Oz kolinearne, so potenéne premice kroznic I'y, I's in I's vzporedne.

2. Ce tocke O1, Oy in O3 niso kolinearne, se njihove potencne premice sekajo v eni tocki. To tocko
imenujemo potenéno srediSce.



Slika 5: Potencno sredisce treh kroznic.

Dokaz. Poglejmo si najprej primer, ko so tocke O1, Oz in O3 kolinearne. Ker je poten¢na premica dveh
kroznic pravokotna na zveznico med njunimi sredis¢i, so poten¢ne premice I'y in I's, I'y in I's ter I's in
T's vzporedne.
Denimo sedaj, da tocke O1, Oz in O3 ne lezijo na isti premici. Naj bo p;; poten¢na premica kroznic
s sredis¢ema v O; in Oj, pri éemer sta ¢,j € {1,2,3}, in naj bo X presecisée premic pi2 in pes. Vemo,
da je
P(X,Fl) = P(X, FQ) in P(X, Fz) = P(X, Fg),

iz ¢esar sledi
P(X,T)) = P(X.Ty).

Pokazali smo torej, da se potenéne premice pio, p23 in p13 res sekajo v eni tocki. O

2 Inverzija

Definicija 2. Inverzijska ravnina je evklidska ravnina z dodano tocko Py, v neskoncénosti. Tocka P
lezi na vsaki premici v ravnini.

Poglejmo si, kaj smo dosegli s tem, ko smo ravnini dodali tocko v neskoné¢nosti. Premice si zdaj lahko
predstavljamo kot kroznice z neskonénim polmerom. Opazimo, da se vsaki dve premici sekata natanko
v dveh tockah, razen, ¢e sta vzporedni — v tem primeru se sekata v eni.

Definicija 3. Naj bo w kroznica s srediséem v O in polmerom r. Inverzija preko w je preslikava, ki
e tocko O preslika v to¢ko P,
e tocko Py, preslika v tocko O,
o vsako drugo tocko X preslika v tocko X', ki leZi na poltraku OX, tako da velja OX - OX' = r2.

Inverzijo lahko razlozimo tudi geometrijsko. Naj bo w kroznica s srediséem v O in X tocka v ravnini,
ki lezi izven kroznice w. Nari§imo obe tangenti na kroznico, ki potekata skozi tocko X. Naj bosta tocki
D1 in D5 tocki, v katerih se tangenti dotikata kroznice. Tocka X' naj bo presecisce premic Dy Do in XO.
Ker sta kota ZD1 X0 in ZOD1 X’ enako velika, sta trikotnika AOXD; in AOD{X’ podobna. Od tod

sledi
(004 0D,

oD, 0OX'




in
O0X -0X' =0D} =12,

kjer r oznacuje polmer kroznice w. Vsaka tocka X v zunanjosti kroznice w se torej slika v razpolovisce
daljice Dy Do, kjer sta Dy in Dy dotikaliséi tangent skozi X na kroznico w.

D
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Slika 6: Geometrijska interpretacija inverzije.

Zdaj si lahko Se pogledamo, kam inverzija slika razlicne objekte. Zanima nas, kam se slika premica,
ki poteka skozi sredisée O kroznice w. Opazimo, da se tocki A in B, v katerih premica seka kroznico,
ohranita. Po definiciji vemo, da se vse tocke z inverzijo preslikajo na zveznico med sredis¢em kroznice in
med tocko, ki jo invertiramo. Tako vemo, da se premica, ki poteka skozi sredis¢e kroznice, preslika sama
vase. Za ostale primere si bomo pomagali z naslednjo lemo.

Lema 1. Naj inverzija s srediséem v O slika tocki A in B zaporedoma v tocki A’ in B’. Potem wvelja
ZOAB = /A'B'O.
Dokaz. Ker sta tocki A" in B’ sliki tock A in B pod inverzijo, velja
OA-OA' =12 =0B-0OB,

kjer je r polmer kroznice w. Iz tega po potenci tocke na kroznico sledi, da so tocke A, A’, B in B’
koncikli¢ne. Potem je
ZOAB =180° — LZBAA' = Z/ZA'B'B=/A'B'O,

kar zakljucuje dokaz. O

Slika 7: Ohranitev kota pri preslikavi dveh tock z inverzijo.



Poglejmo si Se, kam inverzija slika premice, ki ne potekajo skozi sredis¢e kroznice w, preko katere
slikamo. Naj bodo tocke A, B in C kolinearne in naj bodo A’, B’ in C” slike teh tock pod inverzijo. Po
lemi [1] velja

ZOB'A' = ZBAO = LCAO = £L0C'A'.
Od tod sledi, da so tocke O, A’, B’ in C’ konciklicne. Tako se premica AB slika v kroznico, o¢rtano
trikotniku AOA’B’.

Slika 8: Inverzija premice, ki ne poteka skozi sredisce inverzije.

Poglejmo si Se, kako inverzija slika kroznico, ki jo dolo¢ajo tocke A, B in C ter lezi znotraj kroznice
w, preko katere jo slikamo. Naj bosta A in B taki tocki, da je AB premer kroznice in tocka O lezi na
premici AB. Naj bodo tocke A’, B’ in ¢ zaporedoma inverzi tock A, B in C. Dovolj je, da pokaZemo,
da je daljica A’B’ premer inverza kroznice.

Vemo, da je ZACB = ZOCB — ZOCA. Po lemi [I] velja

90° = LC'B'O — LC'"A'O = 180° — LA'B'C' — LC'"A'B' = /B'C'A'.

S tem smo pokazali, da tocka C’ lezi na kroznici s premerom A’ B’.

Slika 9: Inverzija kroznice.

2.1 Pol in polara

Pri konstrukciji si bomo pomagali tudi s polom in polaro.

Definicija 4. Naj bo w kroZnica s srediséem v O in naj bo X toc¢ka v ravnini. Naj bo X' njen inverz
glede na w. Polara je premica, ki poteka skozi tocko X' in je pravokotna na premico, ki poteka skozi
tocki O in X. Tocko X potem imenujemo pol premice.



Slika 10: Pol in polara.

Izrek 5. Tocka X lezi na polari tocke Y natanko tedaj ko tocka Y lezi na polari tocke X.

Dokaz. Naj bo w kroznica s srediS¢em v O in polmerom 7 in naj bo X tocka v ravnini. Naj bosta tocka
X’ inverz tocke X glede na w in premica p polara tocke X. Naj bo Y tocka, ki lezi na premici p. Vemo,
da je premica p pravokotna na premico OX, saj je polara pravokotna na zveznico med sredi§¢em in
polom, torej je daljica Y X’ pravokotna na premico OX.

Naj bo Z taka tocka na premici OY, da je premica X Z pravokotna na premico OY. Opazimo, da
sta trikotnika AOX Z in AOY X’ podobna, saj imata skupen kot ZXOY in sta oba pravokotna. Od tod
sledi

oy OoXx’
0X 0z

Ker je tocka X' inverz tocke X glede na w, lahko zapisemo OX - OX’ = r2, iz éesar potem sledi

oY -0Z=0X'"-0X =2

To pomeni, da je tocka Z inverz tocke Y glede na w, torej lezi na polari tocke Y. Ker je premica X Z

pravokotna na premico OY', tudi tocka X lezi na polari tocke Y, kar zakljucuje dokaz. O
Y
2
-
o) x' X
p

Slika 11: Tocka X lezi na polari tocke Y natanko tedaj ko tocka Y lezi na polari tocke X.



3 Resitev problema

Sedaj lahko pokazemo konstrukcijo kroznic, tangentnih trem danim kroznicam. ReSitve bomo poiskali v
parih.

Naj bodo K3, Ky in K3 kroznice v ravnini in naj bosta 'y ter I'p iskan par kroznic, tangentnih
kroznicam Ky, K> in K3. Z A; in B;, kjer je i € {1,2,3}, oznac¢imo tocke, v katerih sta kroznici I"4
ter I'p tangentni danim trem kroznicam. Kroznici I' 4 in I'g bomo konstruirali tako, da bomo za vsak ¢
poiskali premico [;, na kateri lezita tocki A; in B;.

Slika 12: Kroznice K, K in K3 ter njim tangentni kroznici I'4 in I'g.

Naj bo P potencno sredisce kroznic K7, K5 in K3 in naj bo w kroznica s sredis¢em v P, ki pravokotno
seka dane kroznice. Opazimo, da se z inverzijo glede na kroznico w kroznica K; ohrani, kroznici I'4 in
I'p, ki ju zelimo konstruirati, pa se preslikata druga v drugo. Prav tako se druga v drugo preslikata tocki
A; in B;. Ker je srediS¢e opisane inverzije potenc¢no srediSée P, ta tocka zagotovo lezi na iskani premici
l;.

Slika 13: Kroznica w ter premice I, I3 in l3.



Za konstrukcijo druge tocke, ki lezi na premici [;, si poglejmo tangenti na kroznico K;, ki potekata
skozi tocki A; in B;. Naj bo X; presecisce teh tangent. Tocka X; je potem pol premice /;. Ker sta razdalji
med tockama A; in B; ter polom enaki, je P(X;,T4) = P(X;,T'p), torej tocka X; leZi na potenc¢ni premici

r kroznic I'4 in I'p. Po izreku [f] potem pol Y; premice r lezi na premici /;. To je torej druga tocka, ki jo
potrebujemo za konstrukcijo premice ;.

Slika 14: Pol Y; premice r je druga iskana tocka, ki lezi na premici ;.

Poglejmo si kroznici K7 in Ks.

Zanju konstruirajmo notranje sredis¢e homotetije I;2 in zunanje

preostala para danih kroznic, da dobimo tocke Is3, Fo3, I31 in E3;. Po Mongevem izreku te tocke lezijo
na natanko §tirih premicah, prikazanih na sliki [I5] Izkaze se, da je vsaka od teh premic ravno poten¢na

premica enega od parov kroznic I' 4 in I'p, ki jih zelimo konstruiratﬂ Ker so take premice stiri, obstaja
osem kroznic, ki resijo nas§ problem.

!Dokaz lahko bralec najde v [IJ.
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Slika 15: Premice, ki jih dolocajo sredis¢a homotetije.

Problem torej resimo tako, da za vsak i € {1,2,3} konstruiramo premico I;, ki poteka skozi tocki A;
in B;, v katerih sta kroznici I'4 in I'p tangentni na eno od danih kroznic K;. Premico I; dolo¢imo z
dvema tockama. Prva je potenéno sredisce P kroznic K, K5 in K3, druga pa pol Y; ene od premic, ki jih
dolocajo srediséa homotetije, glede na kroznico K;. Ce postopek ponovimo z vsemi §tirimi premicami,
dobimo vseh osem reSitev Apolonijevega problema, prikazanih na sliki
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Slika 16: Kroznice, tangentne trem danim kroznicam.
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