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Povzetek

V ¢lanku je obravnavan Jozefov problem. Najprej je reSena poenostavljena razli¢ica problema.
Koné¢na formula je izpeljana s principom indukcije in je interpretirana v binarnem sistemu.

1 Uvod

Jozefov problem je problem v informatiki in matematiki, ki je zelo podoben izstevanki. Udelezenci stojijo
v krogu in ¢akajo na usmrtitev. Stetje se zaéne pri prvi osebi v krogu in se nadaljuje v doloceni smeri
tako, da veckrat preskoc¢imo enako Stevilo ljudi in potem usmrtimo naslednjega, dokler ne ostane samo
Se poslednji. Cilj udelezenca izstevanke je, da se postavi na tisto mesto, kjer bo najdlje prezivel.

2 Indukcija

Indukcija je na¢in dokazovanja matematicnih trditev. Poteka na naslednji na¢in. Recimo, da dokazujemo
neko lastnost P za vsa naravna stevila. Naj P(n) oznacuje trditev, da lastnost P velja za naravno Stevilo
n. Vsak dokaz z indukcijo vkljuc¢uje naslednje korake.

Baza indukcije. Dokazemo P(1).

Indukcijska predpostavka. Naj bo k poljubno naravno stevilo, predpostavimo, da velja P(k).
Indukcijski korak. Z indukcijsko predpostavko dokazemo, da velja tudi P(k + 1).

S tem dokazemo, da velja P(n) za vsako naravno stevilo n. Sedaj pokazimo dva zgleda uporabe indukcije.

Zgled 1. Dokazimo, da za vsako naravno stevilo k velja 6 | 528~ 4 1.

Najprej dokazemo bazni primer k = 1. To preverimo z racunom 5>~ 1 +1=5+1 =6, kar je deljivo s
6, torej bazni primer drzi.

Sledi indukcijski korak. Indukcijska predpostavka je, da trditev velja za nek k € N, torej da 6 | 5251 + 1.



Stevilo 52— + 1 je deljivo s 6, zato je oblike 521 + 1 = 6l za neko naravno Stevilo 1. Iz tega lahko
izrazimo 5%#~1 = 61 — 1. Dokazati je treba, da je 6 | 5>*+D=1 L 1. Sledi

52D L =52 L =52l 52 L 1= (61— 1)-524+1=060-25—24=6-(25] —4),
kar pomeni, da 6 | 52*~1 + 1 in zakljuci indukcijski korak.

Zgled 2. Drustvo DMFA Slovenije gospoda profesorja Jana obdari z neskoncéno mnogo kovanci za 2€
in neskoncno mnogo bankovci za 5€. Jan Zeli kupiti malico za tekmovalce na driavnem tekmovanju iz
matematike, ki stane n€. DokazZimo, da za n > 4 profesor Jan na blagajni lahko placa tocéno ceno.

Loceno obravnavamo soda in liha Stevila n. Pri dokazovanju uporabimo princip indukcije.

Najprej dokazimo bazo indukcije n = 4 za sode n. z dvema kovancema za 2€ lahko dobimo 4€.
Nadaljujemo z indukcijskim korakom za soda $tevila. Recimo, da lahko za neko sodo Stevilo n izvedemo
zeleno placilo. Iz tega sledi, da lahko izvedemo placilo tudi za naslednje sodo Stevilo, saj lahko le do-
plac¢amo 2€.

Prvotno trditev smo tako dokazali za soda Stevila n.

Oglejmo si Se bazni primer n = 5 za liha Stevila n. Placilo za najmanjsi n = 5 lahko storimo z enim
samim bankovcem po 5€.

Twedimo Se indukcijski korak. Ce je placilo mogoce placati za neko liho Stevilo, lahko doplacamo 2€ in
dobimo ustrezno placilo za naslednje liho Stevilo.

Tezo smo dokazali za liha Stevila n in tako za vsa naravna Stevila n > 4.

2.1 Mocna indukcija

Denimo, da dokazujemo neko lastnost P za vsa naravna Stevila. Naj P(n) oznacuje trditev, da lastnost
P velja za naravno Stevilo n.

Baza indukcije. Dokazemo P(1).

Indukcijska predpostavka. Naj bo k£ poljubno naravno stevilo. Predpostavimo, da veljajo lastnosti
P(1),P(2),...,P(k).

Indukcijski korak. Z indukeijsko predpostavko dokazemo, da velja tudi P(k + 1).

S tem dokazemo, da velja P(n) za vsako naravno Stevilo n. Hitro se da razmisliti, da sta indukcija in
mocna indukcija ekvivalentni metodi. Oglejmo si primer dokazovanja s slednjo.

Zgled 3. Triangulacija je vsaka razdelitev n-kotnika brez samopresecisc, kjer je n naravno Stevilo, za
katerega velja n > 3, na trikotnike z oglisci v n-kotniku, ki nimagjo skupnih notranjosti. Dokazimo z
mocéno indukcijo, da je vsaka triangulacija n-kotnika sestavljena iz n — 2 trikotnikov.

Najprej dokazZimo bazo n = 3. V tem primeru dobimo trikotnik, ki je razdeljen po edini mozni razdelitvi,
kar dokaZe tezo za n = 3.

Za indukcijski korak uporabimo mocno indukcijo in tako predpostavimo, da trditev velja za vsa Stevila
mangsa ali enaka n.

Zelimo dokazati, da je (n+1)-kotnik sestavljen iz (n+1) —2 = n— 1 trikotnikov. Vemo, da triangulacija
vsebugje eno diagonalo, ki jo oznadimo z D. Diagonala D razdeli nas (n + 1)-kotnik na a-kotnik in b-
z b-kotnikom) Steti dvakrat). Lahko zapisemo a +b—2=n+1 0z a+b=n+3.

Po indukcijski predpostavki ima a-kotnik a—2 trikotnikov in b-kotnik b—2 trikotnikov, celotna triangulacija
nasega (n + 1)-kotnika pa (a —2) + (b — 2) 0z. a+ b — 4 trikotnikov, kar je enako

a+b—4=Mn+3)—4=n-1,

in dokaZe, da je (n + 1)-kotnik po triangulaciji sestavljen iz n — 1 trikotnikov. To zakljuci indukcijski
korak.

Sedaj imamo vse znanje, da se lahko lotimo nasega osrednjega problema.



3 Jozefov problem

3.1 Zgodovinsko ozadje

Problem je poimenovan po vojskovodji in judovskem zgodovinarju Flaviju Jozefu, ki je zivel v 1. stoletju.
S svojimi Stiridesetimi vojaki se je znasel ujet v jami, ki jo je obkolila rimska vojska. Odloécili so se za
medsebojni poboj, da jih Rimljani ne bi ubili, saj bi jim to bilo preve¢ pod castjo. Poboj je potekal na
sledeci nacin. Postavili so se v krog. Vojak Stevilka 1 je ubil vojaka za dva ziva v levo - preskocil je sebe
in Se enega zivega. Naslednji vojak po predhodno ubitem je storil enako in postopek se je nadaljeval,
dokler naj bi ostal le Se en vojak, ki bi moral ubiti samega sebe. Izkazalo se je, da je Jozef s Se enim
sojetnikom ostal zadnji ziv. Iz neznanega razloga sta se raje, kot da bi se ubila, predala Rimljanom.

3.2 Poenostavitev problema

Za lazje reSevanje poenostavimo problem. Spremenimo Stevilo vojakov, ki jih pri vsakem koraku pre-
sko¢imo, tako da Stevilo preskocenih vojakov ni 2, kot pri izvornem Jozefovem problemu, ampak pre-
sko¢imo samo enega — tistega, ki ubije naslednjega. Zanima nas, kam se moramo postaviti, da bomo
ostali zadnji zivi. Naj bo §tevilo vseh vojakov v krogu enako n in f(n) stevilka mesta, kamor se moramo
postaviti, da ostanemo zadnji Zivi.

Najprej si skiciramo krogezn = 1,2, ..., 16 vojaki in pri¢nemo s simulacijo izstevanke. Resitve prikazemo
s tabelo, nato iz nje sklepamo odgovor in ga potem dokazemo.

n 1234567 [8[9[10]11]12]13]14]15] 16
F)y [Tt [3(1|3]5]|7[1[3[5 |7 |9 |[1L|13|15] 1

Najprej opazimo naslednjo lastnost. Pri n, ki je potenca naravnega ali ni¢elnega eksponenta Stevila dva,
je zmagovalno mesto tisto, pri katerem zacnemo simulacijo izStevanke.

Trditev 1. Ce je n = 2%, kjer je k € Ny, je f(n) = 1.

Dokaz. Trditev dokazimo z indukcijo, bazni primer je £ = 0. Pri indukcijskem koraku predpostavimo,

da za n = 2" velja f(n) = 1 in dokazemo trditev za n = 2**1. Vemo, da je n = 2k¥*1 =2.2%. V prvem
1

krogu umrejo vse sode stevilke, kar pomeni, da ostane 3 2F+1 = 9% Jjudi. Po tem ko so vse sode stevilke

mrtve je na potezi vojak stevilka 1. V igri je takrat 2* ljudi in vemo po indukcijski predpostavki, da bo

vojak, ki zatne zmagal. O

Sedaj dokazimo Se dve formuli, s pomocjo katerih pois¢emo konéno resitev. Za¢nimo pri sodih Stevilkah
vojakov.

Trditev 2. Ce je n = 2k sodo stevilo, velja f(2k) = 2f(k) — 1.

Dokaz. V prvem krogu umrejo vsi vojaki s sodimi stevilkami in po njem je na potezi spet vojak stevilka
2k
— = k. Preimenujmo prezivele vojake po vrsti z oznakami

1. Stevilo zivih vojakov je tedaj g =
1,2,3,..., k. Po definiciji funkcije f zmaga vojak f(k), saj je ostalo k vojakov, poimenovani so s prvimi
k naravnimi Stevili ter je na potezi vojak stevilka 1. Opazimo, da ¢e ima vojak po preimenovanju stevilko
x, je imel pred poimenovanjem Stevilko 22 — 1. Sledi, da celotno igro zmaga vojak 2f(k) — 1. Po definiciji
funkcije f zmaga vojak f(2k). V obeh primerih ima zmagovalec enako Stevilko, zato lahko enacimo

2f(k) — 1= f(2k). O
Podobno dokazemo tudi za liha Stevila.
Trditev 3. Ce je n = 2k + 1 liho stevilo, velja f(2k + 1) = 2f(k) + 1.

Dokaz. V prvem krogu umrejo vsi vojaki s sodimi Stevilkami in vojak 1. Nato preimenujemo prezivele

vojake po vrsti z oznakami 1,2,3,..., k. Zivih je k vojakov, zato je po definiciji funkcije f zmagovalec
igre vojak f(k). Celotno igro pa zmaga f(2k + 1), torej lahko podobno kot prej enacimo f(2k + 1) =
2f(k) + 1. O



Trditev 4. Ce jen = 2% +1, kjer velja 0 <1 < 2%, je f(n) =1+ 21.

Dokaz. Trditev dokazimo z mo¢no indukcijo na n. Baza je dokazana v[zgornji tabell] Izvedimo indukcijski
korak. Najprej obravnavajmo primer, ko je n sodo Stevilo. Tedaj je n = 2F + [, pri ¢emer je [ sod.
Predpostavljamo, da je trditev resni¢na za vsa manjda Stevila od n. Stevilo [ lahko zapisemo kot 2¢. Ker
je po indukcijski predpostavki I < 2, zapisemo 2 -t < 2% oz. t < 2¥~!. Ra¢unamo

fn)=f(2"+1) =
=f(2"+2t) =
=221 41) =
Qo pt14e)—1=

@o @t -1=

=2-(I+1)—-1=

=2-1+1.
V koraku 1 smo uporabili trditev 2] V koraku 2 smo uporabili indukcijsko predpostavko. Izvedimo se
indukcijski korak za liha Stevila n, torej ko je n = 2 4 [, pri ¢emer je [ lih. Stevilo I lahko zapisemo kot

2.t + 1. Po indukcijski predpostavki velja I < 2¥, lahko zapisemo 2 -t + 1 < 2%, zato velja tudi 2 - ¢ < 2*
oz. t < 2F=1. Ra¢unamo

fln)=f(2"+1) =
=f(@"+2t+1) =
=fE- @'+t +1) =
Do ft ) +1=
Do @ t+1)+1-=
=2.141.

V koraku 1 smo uporabili trditev ] V koraku 2 smo uporabili indukcijsko predpostavko. S tem je
indukcija zakljucena. O

Zanima nas Se splosna formula za f(n) v odvisnosti od n (brez zapisa 2! 4+ 1), zato ponovimo osnove
logaritemske funkcije.

Definicija 1. Naj bo a pozitivno realno stevilo, ki ni enako 1, ter ¢ pozitivno realno stevilo. Potem
definiragmo log, c kot taksno realno tevilo b, za katerega velja enakost a® = c.

Zgled 4. Iz 2° = 32 sledi log, 32 = 5.

Vemo, da za n = 2% + 1, kjer je 0 < I < 2%, velja f(n) = 21 + 1 po trditvi {4l Iz enacbe n = 2% + 1 sledi
log, n = log, (2% +1), temu izrazu ocenimo spodnjo in zgornjo mejo. Pri tem upostevamo, da je funkcija
g(z) = log, x narascajoca. Ugotovimo, da velja

logy (2% +1) > log, (2% 4+ 0) = log, 2F = k.

Zgornja meja je
logy (2% +1) < logy (2% + 2%) = log, n(28F1) = k + 1.

Sledi logy n € [k, k + 1). To pomeni, da je |logs n] = k. Tukaj smo uporabili naslednjo funkeijo, ki nam
Stevilo zaokrozi navzdol na najblizje celo stevilo.

Definicija 2. Realnemu stevilu a lahko s funkcijo celi del priredimo Stevilo |a|, ki je najvedje celo
Stevilo b, za katerega velja b < a.



Posledi¢éno je
n=2F 4 =2ollogn] L

Iz tega izrazimo | = n — 211°227) in konéno sledi
) =20+1=2(n—2l82n0) 1.
S tem smo dokazali naslednjo trditev.
Trditev 5. Naj bo v krogu n vojakov. Potem se moramo postaviti na mesto 2 (n — 2Uog2 nJ) +1, dawv
poenostavljenem JoZefovem problemu ostanemo zadngi Zivi.
Poglejmo si primer uporabe.

Zgled 5. Ce je na taboru MaRS 28 astronavtov, izracunajmo, na katero mesto se moramo postaviti, da
ostanemo zadnji Zivi. Izracunamo

f(28):21+1:2(28-2L10g228J)+1:2(28—24)+1:2(28—16)+1=25,

kar pomeni, da 25. mesto zado$ca, da ostanemo zadnji Zivi.
Glavno ugotovitev sedaj predstavimo z enostavnejSim zapisom.

Trditev 6. Vrednost f(n) v binarnem sistemu dobimo tako, da v binarnem zapisu Stevila n vodilno enico
na levi strani premaknemo na zadnje mesto.

Dokaz. Poljubno stevilo lahko enoli¢no zapisemo v binarnem sistemu kot n = 28 +1 = Tax_; ... a1a9 @)
kjer so stevila a; za ¢ = 1,2,...n — 1 iz mnozice {0, 1}, ter zmagovalno mesto kot f(n) = 2/ 4+ 1. Zapis
2% predstavlja najvijo potenco z osnovo 2, ki je manjsa ali enaka n. Vemo tudi, da je [ oblike

=21 g 1 4+2" 2 o+ + 2 a + 20 .

Sledi
f(n)=21+1=
=2- (2" a1+ 252 ap 420 ag +20ag) + 1=
=% a1 +28 a4 422 a7 +2 ag+20- 1=
= Qp_10k—2 ... a1a01(2),
kar dokaze tezo. O

Zgled 6. Na taboru MaRS je 28 astronavtov, kar lahko zapiSemo kot 11100(2). Ko izvedemo premik
skragno leve stevke na skrajno desno stran, dobimo

f(n) =11001p) =2*-142%-142%.0+2"-0+2°-1=25.

Opazimo, da se rezultat ujema z rezultatom, dobljenim s formulo za f(n).

3.3 Vrnitev k osnovnhemu problemu

S pomocjo metode indukcije smo torej izpeljali formulo za preskakovanje dveh oseb v krogu.

V osnovi sicer Jozefov problem vkljucuje preskakovanje treh oseb, vendar za tako obliko problema tre-
nutno Se ni znano, kako bi zapisali splosno formulo za izra¢un, kdo prezivi, znan je le algoritem. S
predznanjem in na novo pridobljenim znanjem za zdaj tudi mi Se nismo uspeli priti do splosne formule.
Zato smo se odlocili, da resitev problema zapiSemo Se v binarnem sistemu.

4 Zakljucek

Premeteni Jozef je o¢itno poznal na¢in kako resiti problem s preskakovanjem po dva vojaka, saj je ostal
med zadnjima dvema prezivelima. Njegova formula ostaja zapleten matematic¢ni problem, ki za zdaj Se
ni napisan v splosni formuli.
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