Kockarjev propad

Brin Osojnik, Naj Strmsek
Mentor: Nives Gosnjak

Mate
P )
S
& &
AN -.oo

s RN
o - N
— CCke - f m.
a (C C (CCE%jC:égC eCCCH oah

S <

o S

Povzetek

V ¢lanku so predstavljene osnove verjetnostne teorije, s pomocjo katere smo resili osnovni pro-
blem Kockarjevega propada (anglesko Gambler’s ruin). Za lazje razumevanje postopka reSevanja so
predstavljene tudi rekurzivne zveze s poudarkom na resevanju nekaterih enostavnejsih zvez.

1 Uvod

Osrednji problem, ki ga v tem ¢lanku resimo, se imenuje Kockarjev propad (anglesko Gambler’s ruin).
V njem kockar igra igro na sreco, ki jo za¢ne z nekim zacetnim zneskom, vsako potezo pa se mu znesek
povisa ali zniza za en kovanec — glede na to, ali ga zmaga ali zgubi. Verjetnost zmage je za vsako potezo
enaka, prav tako so izidi potez med seboj neodvisni. Kockar igro igra, dokler ne doseze nekega konénega
zelenega zneska, ki je seveda visji od zacetnega in je dolocen pred zacetkom igre, ali pa mu zmanjka
kovancev in bankrotira. Nas zanima, koliksna je verjetnost, da kockarju uspe zasluziti zelen dobicek pred
bankrotom in kako je ta vrednost odvisna od zacetnega in konénega zneska ter same pravi¢nosti igre.
Preden lahko resimo ta problem, moramo najprej ugotoviti, kaj sploh je verjetnost, za lazje razumevanje
nekaterih rezultatov pa bomo spoznali osnove rekurzivnih zvez.

2 Verjetnost

2.1 Osnovne definicije

Teorija verjetnosti se je razvila ravno zaradi iger na sreco, kjer so matematiki zeleli ugotoviti, katere igre
se jim najbolj splaca igrati. Veda se je od takrat moc¢no razsirila, glavna ideja pa ostaja, da opazujemo kaj
se dogaja pri nekem nakljuénem poizkusu, kot sta na primer met kovanca ali navadne kocke. Vsakemu
moznemu rezultatu poizkusa pravimo izid, mnozicam izidov pa dogodki. Pri metu kocke so tako mozni
izidi, da pade Stevilo 1,2,3,4,5 ali 6, medtem ko je en mozen dogodek lahko to, da pade 6, lahko pa
je dogodek tudi to, da pade sodo stevilo, kar je unija izidov, ko pade 2,4 ali 6. Verjetnost definiramo
kot funkcijo, ki vsakemu dogodku priredi vrednost, ki nam pove kako verjetno je, da se dogodek zgodi.
Izkaze se, da so vse te vrednosti med 0 in 1, kjer 1 priredimo gotovim dogodkom, 0 pa nemogocim.



Definicija 1. Verjetnostni prostor je trojica (Q, A, P), kjer je Q mnoZica vseh moznih izidov, A mnoZica
vseh dogodkov in P : A — [0,1] verjetnost.

Definicija 2. Nasprotni dogodek oz. komplement dogodka A se oznaci z A® ali A in zajema vse izide v
Q, ki ne spadajo pod dogodek A.

Definicija 3. Presek dogodkov Ay in As se oznadi z A1 N As in predstavija vse izide, ki se pojavijo tako
v A1 kot v As.

Definicija 4. Dogodek je vsebovan v drugem, ¢e se vsak izid, ki se pojavi v prvem, pojavi tudi v drugem.
Matematicéno to oznacimo kot A C B.

Da je verjetnost smiselno definirana, mora kot funkcija zadoscevati nekaterim aksiomom.
Aksiom 1. Za vsak dogodek A € A velja P(A) > 0.
Aksiom 2. P(Q) =1.

Aksiom 3. Za mnozico paroma disjunktnih dogodkov A;, As, ..., A, velja
P(Ai+ Ay + ...+ A,) = P(A1) + P(A3) + ... + P(A,).

Na podlagi teh aksiomov lahko izpeljemo Se nekaj osnovnih posledic, ki nam pomagajo tako pri
razumevanju kot tudi pri samem racunanju verjetnosti.

Posledica 1. P()) = 0.

Dokaz. V vstavimo za vse disjunktne mnozice prazno mnozico n-krat in m-krat, kjer sta m in

n razliéni naravni Stevili. Tako dobimo enacbo nP()) = mP(0), kar je mogoce le, ¢e je P(P) = 0. O

Posledica 2. Naj bosta Ay in As disjunktna dogodka, potem velja P(A; U As) = P(A;) + P(As).

Dokaz. V vstavimo za vse disjunktne mnozice, razen prvih dveh, prazne mnoZice. O

Posledica 3. P(A) =1— P(A).

Dokaz. V vstavimo A; = A€ in A; = A. O

Posledica 4. 0 < P(A) < 1.

Dokaz. Ker je P(A) > 0 in zaradi prejénje posledice, sledi 1 — P(A) > 0 oziroma P(A) < 1, po prvem

aksiomu pa je tudi P(A) > 0.
O

Posledica 5. Ce je A vsebovan v B, potem velja P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A).

Dokaz. Mnozici A in B\ A sta disjunktni in velja B = AU (B \ A). Po prejsnji posledici dobimo
P(B) = P(A)+ P(B\ A). Ker je po prvem aksiomu P(B\ A) > 0, sledi P(B) > P(A).
O

Posledica 6. Za poljubni mnoZici A in B velja P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B).
Dokaz. Velja AUB = AU (B\ A), pri ¢emer sta mnozici A in B\ A disjunktni, zato velja enakost
P(AUB)=P(A)+ P(B\ A). Nadalje velja B = (B\ A)U(ANB), kjer sta mnozici ponovno disjunktni,
zato dobimo P(B) = P(B\ A) + P(AN B). Od tod izpeljemo

P(B\ A)=P(B) — P(AN B),

kar vstavimo v prvo enacbo in dobimo

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).



2.2 Pogojna verjetnost

Pogojno verjetnost si najprej oglejmo na primeru, ko imamo v vre¢i 13 kroglic, od katerih je 7 ¢rnih in
6 belih. Ce vemo samo to in iz vrece na slepo povlecemo eno od kroglic, bo ta z verjetnostjo 1—73 érne
barve. Sedaj pa dodajmo Se podatek, da je 5 ¢rnih kroglic tudi mehkih, ena mehka pa je tudi bela. Ce

sedaj izvle¢emo eno od kroglic, ki je na otip mehka, se verjtenost, da bo ¢rne barve spremeni. Vseh

mehkih kroglic je le 6, od tega je 5 ¢rnih, torej je verjetnost, da je kroglica ¢rna, pri pogoju, da je mehka,

enaka % Ideja kako izracunamo spremebo izhaja iz tega, da se je Stevilo vseh moznih izidov zmanjsSalo

le na tiste, ki so zadostovali naSemu pogoju, v tem primeru, da je kroglica bila mehka. Prav tako smo
za uspesne izide upostevali le tiste, ki zados¢ajo obema pogojema, v tem primeru, da je kroglica mehka
in ¢rna.

Definicija 5. Naj bosta A in B dva mozna dogodka in naj bo P(B) # 0. Verjetnost dogodka A pri
pogoju, da se je zgodil dogodek B oznacujemo s P(A|B) in izracunamo po formuli

P(ANB)

P(AIB) = =55

Izrek 1 (Izrek o popolni verjetnosti). Naj bodo Ay, As, ..., A, paroma disjunktni dogodki, za katere velja
Ui, Ai =Q in P(4;) > 0 za vsak i. Tedaj za poljuben dogodek B velja

P(B) =Y P(B|A;) P(A).
=1

Dokaz. 1z pogoja, da je unija vseh dogodkov A; enaka (2, sledi
B=BnNnQ=BnNn <0Al> = LTLJ(BQAZ-).
i=1 i=1
Ker so dogodki A; paroma disjunktni, so paroma disjunktni tudi dogodki B N A;, saj za i # j velja
(BNA,)N(BNA;))=Bn(A,NA;)=Bn0=0.
Od tod po dobimo

P(B) = P<CJ(B N Ai)> - anp(B N A).

i=1 i=1

Po definiciji pogojne verjetnosti je P(B|A;) = Pgiqgi). Zato velja P(BN A;) = P(B|A;) P(4;). Ce to

enakost vstavimo v zgornjo vsoto, dobimo izrek o popolni verjetnosti
P(B) = P(B|A;) P(A)).
i=1

O

Poseben primer izreka je, ko za paroma disjunktne dogodke uporabimo kar dogodka A in A, katerih
unija je po definiciji enaka ). Najpogosteje nam to olajSa racunanje, ko lahko verjetnost dogodka B
razdelimo na neke zacetne pogoje in v tem primeru dobimo

P(B) = P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A).

Racunanje pogojne verjetnosti po definiciji lahko zaradi potrebe po izrac¢unu verjetnosti presekov
dveh dogodkov hitro postane zahtevno, zato poznamo Se eno formulo, ki nam delo obc¢asno olajsa.

Izrek 2 (Bayesov izrek). Naj bosta A in B dogodka in naj P(A) # 0 ter P(B) # 0. Potem velja

_ P(BlA)P(A)

P(A|B) = ~PB)
Dokaz. 1z definicije pogojne verjetnosti dobimo enacbi P(A|B) = P;’?g?) in P(BJA) = P;fé%g). Prvo
enacbo pomnozimo s P(A) in drugo s P(B) ter dobimo P(A|B)P(B) = P(AN B) = P(B|A)P(A).

Skrajni strani enakosti delimo z P(A) in dobimo Zelen rezultat. O



3 Rekurzija

Med resevanjem problema Kockarjevega propada bomo ugotovili, da njegovo resitev najlazje najdemo s
pomocjo rekurzije oz. rekurzivnih zvez. V nadaljevanju si bomo pogledali kako te najlazje in najhitreje
reSimo.

3.1 Osnovne definicije

Definicija 6. Zaporedje realnih stevil je preslikava a iz Ng v R. Pri tem pa n-ti ¢len zaporedja oznacimo
Z Q.

Definicija 7. Rekurzivna zveza je matematicno pravilo, ki vsak clen zaporedja definira s pomodjo enega
ali vec¢ prejsngih ¢lenow.

Definicija 8. Linearna homogena rekurzivna zveza k-tega reda s konstantnimi koeficienti je enacba oblike
Qp = C1Ap—1 + C2Gpn—2 + - + CLOp—k,

kjer so c1,ca, ..., c realne konstante, ne vse enake 0. Za natancéno doloc¢enost zaporedja moramo podati
tudi k robnih pogojev — to so natancne vrednosti za k ¢lenov zaporedja.

Zgled 1. Fibonaccijevo zaporedje je lep primer rekurzivne zveze, saj je vsak nov ¢len definiran s pomocjo
prejsnjih dveh. Pravilo za izracun poljubnega (n-tega) ¢lena je povsem preprosto, seSteti moramo le
njegova dva neposredna predhodnika. S formulo to rekurzivno pravilo zapisemo kot

Fo=F, 1+ F, 2.

Zacetni vrednosti zaporedja sta doloceni s Fy = 0 in F; = 1. Z upostevanjem tega pravila zaporedje
gradimo korak za korakom, tako za drugi ¢len seStejemo 0 in 1 ter dobimo 1. Za tretji ¢len seStejemo
1 in 1 ter dobimo 2 in za Cetrtega sestejemo 1 in 2 ter dobimo 3. Ce ta postopek nadaljujemo, dobimo
znano zaporedje Stevil 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

Problem tako podanega zaporedja je, da za izrac¢un poznejsih ¢lenov zaporedja potrebujemo tudi
veliko predhodnih élenov. Ze na primeru Fibonaccijevega zaporedja hitro opazimo, da ¢e zelimo izvedeti
50. Fibonaccijevo Stevilo, bi postopoma morali izracunati vse predhodne ¢lene. TakSen nacin resevanja
problema je seveda zamuden, zato si bomo pri resevanju nasega problema pomagali s karakteristi¢nimi
enacbami.

Definicija 9. Karakteristicna enacba za linearno homogeno rekurzivno zvezo s konstantnimi koeficienti
je algebraicna enacba, ki jo dobimo z vstavljanjem nastavka a,, = r™ (kjer je r # 0) v rekurzivno zvezo.

Resevanje rekurzivnih zvez je v splosnem lahko zahtevno, kar pa ne velja za linearne homogene
rekurzije s konstantnimi koeficienti. Pri njihovem reSevanju uporabimo dve kljué¢ni ideji. Is¢emo resitve
eksponentne oblike a,, = r™, kjer je r konstanta, hkrati pa je poljubna linearna kombinacija dveh resitev
linearne homogene rekurzije je prav tako reSitev.

Ko vstavimo a,, = r™ v rekurzivno zvezo a,, = ¢1Gn_1 + C2ap_9 + - -+ + CrGn_k, dobimo

P = Clrn—l =+ 02,,,n—2 4. +Ck7‘n_k.

n—k

Ce celotno enacbo delimo z r in vse ¢lene prenesemo na levo stran, dobimo karakteristi¢no enac¢bo

k k—2

R et —erfT? g =0

Resitve r te enacbe se imenujejo karakteristi¢ni koreni in nam omogocajo zapis eksplicitne formule za
n-ti ¢len.



3.2 Rekurzivne zveze drugega reda

Posvetimo se rekurzivnim zvezam drugega reda, saj se pojavljajo pri reSevanju nasega glavnega vprasanja.
Slednje imajo obliko a,, = cia,_1 + c2a,,_2, njihova karakteristicna enacba pa je kvadratna enacba oblike
r?—cir—cy =0.

Definicija 10. Zaporedje je resitev rekurzivne zveze, ¢e vsak ¢len zaporedja zado$ca dani enacbi in zanj
veljajo dani robni pogoji.

Zgled 2. Vrnimo se znova na Fibonaccijevo zaporedje. Zanj velja rekurzivna zveza F,, = F,,_1+ F,,_2, 7
zacetnimi pogoji Fy = 0 in F} = 1. Fiboanccijevo zaporedje je torej resitev te rekurzivne zveze. Po drugi
strani lahko spremenimo zacetne pogoje, na primer Fy = 2 in F; = 3. V tem primeru Fibonaccijevo
zaporedje ni reSitev te zveze, saj ne zadosca njenim zacetnim pogojem.

Kot Ze omenjeno, lahko s pomocjo reSitev karakteristicnih enacb najdemo eksplicitno formulo za
clene zaporedja, ki je resitev njej pripadajo¢i rekurzivni zvezi. Izkaze se tudi, da je reSitev enoli¢na in
natan¢no doloCena s karakteristicnimi koreni in za¢etnimi pogoji. V nasem primeru ima enacba natanko
dve resitvi, ki jih znamo izracunati s pomocjo formule za kvadratno ena¢bo. Glede na to, ali sta resitvi
razlicni ali enaki, lo¢imo ekspliciten zapis resitve rekurzivne zveze na dva primera.

Izrek 3. Naj bosta cy,cy realni konstanti in predpostavimo, da ima enacba r? — cir — ¢y = 0 dve razlicni
nicli vy in ro. Zaporedje {a,} je resitev rekurzivne zveze a, = c1a,—1 + caan_2 natanko tedaj, ko velja

an = o7 + aorl
za vse n > 0, kjer sta oy, o konstanti, ki jih dolo¢imo iz zacetnih pogojev.

Dokaz. Najprej dokazimo, da je zaporedje oblike a,, = o177 + aary res resitev rekurzivne zveze. Ker sta
r1 in 79 nicli karakteristicne enacbe, velja r% =cry + ¢ in r% = 171y + c3. 7Z vstavljanjem nastavka v
desno stran rekurzivne zveze dobimo

n—1 n—1 n—2 n—2
C1an—1 + C2an_2 = c1(a1ry ™" + agry ) + co(aqr] ™" + aory ™ ?)

= 0511"?_2(017’1 + o)+ agrg_Q(clrg + ¢2)

n—22 n—2,2
=aoaqry ]+ aery Ty

oy + aory

= Qn,

pri ¢emer smo za tretjo enakost uporabili zgoraj omenjeni enakosti za r1 in 7a.

Dokazimo $Se obratno in sicer, naj bo {a,} zaporedje, ki resi dano rekurzivno zvezo. Definirajmo tudi
zaporedje {b,}, da velja b, = a17] + aory, pri cemer sta oy in as konstanti. Ce zelimo, da zaporedje
zadoSca rekurzivni zvezi, mora zadostiti zacetnim pogojem, te pa lahko izpeljemo iz ze danega zaporedja
{a,} in sicer ag = by in a1 = by. S pomocjo tega dobimo sistem enacb za aq in as

ap = by = a1 + gz,

ay = b1 = 171 =+ QaoT9g.
Iz prve enacbe izrazimo as = Cy — «p in vstavimo v drugo
b1 = 171 + (bo — Ot1>7‘2 = Otl(’f‘l — 7’2) + boTQ.

Od tod pora¢unamo
by —bora . bor1 — b1
) = ——— 1 g = ——
L —T2 L —=T2
Ker sta korena r; in ro razliéna, sta konstanti o in ap dobro definirani in enoli¢no dolo¢eni z zac¢etnima
pogojema ag = by in a; = b1. S tem dobimo zaporedje b, = 177 + aqry, ki se z danim zaporedjem a,,
ujema v prvih dveh ¢lenih ter po prvem delu dokaza zadosca isti rekurzivni zvezi. Ker je vsak nadaljnji
¢len obeh zaporedij enoli¢no dolo¢en z isto rekurzivno formulo iz predhodnih dveh ¢lenov, sta zaporedji
an in b, identicni za vsak n > 0, s ¢imer je dokaz koncan.
O



Zgled 3 (Izpeljava Binetove formule za Fibonaccijeva $tevila). Fibonaccijevo zaporedje zadosca zvezi
F, = F,_1+F,_ z zacetnima ¢lenoma Fy = 0 in F; = 1. Njena karakteristi¢na enacba je r2—r—1=0.

Resitvi enacbe sta
1+v5 . 1—+5
= 5 in 19 = 5

T1

n n
kar nam za poljuben ¢len da F,, = ay <1+2\/5) + g (1_2‘/5) . Z vstavljanjem zacetnih pogojev Fy =0

in F; = 1 dobimo sistem enacb

a1 + Qo =
o [LFVP [ VBY)
e 2
Resitev tega sistema je a1 = \}5 inag =— \%7 kar nam da znano eksplicitno Binetovo formulo

n n
g L(1+VE) 1 (1-V5
RV A Va2
Izrek 4. Naj bosta c1,co realni konstanti ter co # 0. Ce ima enacba r2 — 117 — co = 0 le en koren o 2
veckratnostjo 2, je zaporedje {a,} resitev rekurzije a, = c1an,—1 + caan_2 natanko tedaj, ko velja:

an = Q17( + aanry

za vse n > 0, kjer sta oy, as konstanti.
Izrek bomo pustili brez dokaza, ideja pa je enaka kot v

Zgled 4. Resimo rekurzivno zvezo a, = 6a,_1 — 9a,_s pri zacetnih pogojih ag = 1 in a; = 6. Karak-
teristi¢na enacba je r2 — 6r +9 = (r — 3)? = 0 ki ima eno samo dvojno regitev ry = 3. Splosna resitev je
torej

an = a13"™ + asn3™.

1z zacetnih pogojev ag = 1 in a; = 6 dobimo sistem dveh enacb

CL():Oélil
a1 = 3aq + 3o = 6.

Od tod sledi oy = 1 in as = 1. Konéna resitev rekurzivne zveze je tako a,, = 3" + n3"™ = (1 + n)3".

4 Kockarjev propad

Vrnimo se na nas osrednji problem, kjer kockar igra igro na sreco in se postavimo v vlogo kockarja. Za
zacetek resevanja tega problema je dobro nase podatke o igri natancneje matematicno opisat in si jih
oznagciti.

Definicija 11. Naj bo p € [0,1] verjetnost zmage v vsaki potezi igre na sreco. Naj bosta n in m naravni
Stewvili, pri cemer z n oznacujemo svoj zacetni znesek in z m Zelen dobicek. Naj bo T = n + m koncna
vsota denarja, ki jo Zelimo osvojiti. Potem pravimo, da igro zmagamo, ¢e nam uspe priti do Zelenega
zneska T kovancev, preden bankrotiramo. Ce se prej zgodi slednje, pravimo, da igro izgubimo. Dogodek
zmage igre oznacujemo z Z.

Zgled 5. Poglejmo si taksno igro na primeru ameriske rulete, kjer je na kolesu 38 polj, od tega 18 ¢rnih
in 18 rdec¢ih, 2 pa sta zeleni. Verjetnost zmage v posamezni potezi pri stavi na ¢rna ali rdeca polja je
enaka p = % = % ~ 0,473. Ce vzamemo n = 100 €in m = 100 €, potem je T = 200 €. Zanima nas
koliksna je verjetnost, da si priigramo 100 €dobicka, preden izgubimo zacetnih 100 €.



Potek igre si lahko za lazjo predstavo nariSemo kot graf, kjer spremljamo koli¢ino denarja po po-
samezni potezi. Po pravilih igre vemo, da si pri vsaki potezi z verjetnostjo p priigramo en kovanec,
z verjetnostjo 1 — p pa ga izgubimo. Igro zmagamo, ¢e na grafu zadanemo zgornjo mejo oznaceno z
T = n + m in izgubimo, ¢e zadanemo spodnjo mejo 0 kovancev. Pri tem je vredno omeniti, da to
nista edina mozna izida igre, saj bi se lahko zgodilo, da nobene od mej ne zadanemo in igramo igro v
neskonc¢nost, cemur se bomo posvetili kasneje.

T=n4+mpr---=---=--=---=--------~

1 2 3 4 5

Skladno s tem definirajmo oznako D;, ki oznacuje koli¢ino denarja po i-ti potezi. Pri tem je zacetna
koli¢ina denarja oznacena z Dy.

Izkaze se, da bomo problem najhitreje resili, ¢e pri fiksnem 7T opazujemo verjetnost zmage, glede
na zacetno koli¢ino denarja. To najlazje ozna¢imo kot P, = P(Z|Dy = n) verjetnost, da dosezemo
T kovancev, pri ¢emer za¢nemo z n kovanci. Dobimo zaporedje, katerega Clene bi radi izra¢unali v
splosnem, saj imamo potem resitev naSega problema za poljubne n in m.

Trditev 1. Za zaporedje {P,} velja rekurzivna zveza P, = pPp+1 + (1 — p)Py—1, z robnima pogojema
Py =0 i Ppr=1. Pri tem je p verjetnost zmage v posamezni potezi.

Dokaz. Najprej preverimo smiselnost robnih pogojev. S Py oznac¢ujemo verjetnost zmage, pri ¢emer smo
zaceli brez denarja. Po pravilih naSe igre to pomeni, da smo ze bankrotirali in igro koncali, torej je
verjetnost zmage res enaka 0. Podobno razmislimo, da Pr oznacuje verjetnost zmage, pri ¢emer smo
zaceli s T kovanci. Ker igro zmagamo takoj, ko dosezemo T kovancev, smo tokrat zmagali Ze pred samim
zacetkom, torej je verjetnost res enaka 1.

Tezji del je dokazati rekurzivno zvezo, ki velja za ostale clene zaporedja. Pri tem je vredno omeniti,
da nas ¢leni poznejsi od Pr v resnici ne zanimajo, saj igro vedno za¢nemo z manj kovanci, kot jih zelimo
osvojiti za zmago. Pri dokazu rekurzivne zveze si bomo pomagali z razdelitvijo prve poteze igre na
dva mozna izida in sicer na dogodek A, ki oznacuje zmago v prvi potezi, ki se zgodi z verjetostjo p, in
seveda A, ki oznac¢uje poraz v prvi potezi in se posledi¢no zgodi z verjetnostjo 1 — p. Ko sedaj razpisemo
definicijo nasega zaporedja, dobimo

P, = P(Z|Dy = n)
=P(ZNA|Dy=n)+ P(ZNA|Dy =n)
= P(A)P(Z|AN Dy = n) + P(A)P(Z|AN Dy = n),

pri ¢emer smo upostevali definicijo pogojne verjetnosti in fizrek o popolni verjetnostil Ena¢bo lahko se
poenostavimo s tem, da poznamo vrednosti P(A) in P(A). Poleg tega lahko pomislimo, da nam zmaga v
prvi potezi in zacetna vrednost n kovancev pove, da se bo nasa koli¢ina denarja povecala na D1 = n+ 1.
Podobno iz poraza v prvi potezi in enake zacetne koli¢ine denarja izpeljemo D1 = n — 1 in vse skupaj

zapiSemo kot

P,=pP(Z|Dy=n+1)+(1-p)P(Z|D; =n—1).

Sedaj se spomnimo, da so poteze med seboj neodvisne, kar pomeni, da na verjetnost zmage v resnici ne
vpliva, koliko denarja smo imeli v preteklosti, temvec le koliko ga imamo ta trenutek. To pomeni, da
je verjetnost zmage ob pogoju, da smo imeli n denarja na zacetku ali da smo imeli n denarja po prvi
potezi, enaka in dobimo

P, =pP(Z|Dy =n+1)+ (1 —-p)P(Z|Dy=n—1)
=pPop1+ (1 —p)Py.



Od tukaj naprej moramo le Se resiti rekurzivno zvezo, ki jo prepisemo v pP,11 — P, + (1 —p)P,—1 =0
in izpeljemo karakteristi¢no enac¢bo
pri—r4+1—-p=0.

Dobimo resitvi r; = 1].%17 in 79 = 1 ter opazimo, da sta enaki le za primer p = %, ki ga bomo obravnavali
posebej.
V primeru, ko igra ni pravi¢na, torej p # % po dobimo formulo

P,=Al—| +B-1"=A(——) +B.
p p
S pomocjo zactetnih pogojev dobimo sistem enacb

Po=0=A+ B,
17 T
PTzle(p) +B.
p

Iz prve enacbe dobimo A = — B, kar nam z vstavljanjem v drugo enac¢bo da

1
A= ———— in

() =

Enacbo za splosni ¢len zaporedja lahko potem preoblikujemo v

(5) -1
1-p) _ 1
()
S tem lahko natan¢no izraCunamo verjetnost zmage v vsaki nepraviéni igri v odvisnosti od zacetnega
¢lena in zelene konéne vrednosti. Vseeno pa ta enacba ni najlepsa, zaradi ¢esar si je tezko predstavljati,
kako zelo se vrednosti spreminjajo v odvisnosti od posameznih spremenljivk. Ena¢bo bi zato radi olepsali

in verjetnost zmage le omejili navzgor, najraje v primeru nepravic¢ne igre, ko verjetnost ni na nasi strani.
V tem primeru velja poenostavitev

IN
/N Y e N Y S
—
ot
iS]
3

Za p < % je % < 1, kar pomeni, da se verjetnost hitro manjsa, ko povecujemo zelen dobicek. Poleg
tega je ta omejitev popolnoma neodvisna od zacetnega zneska, kar pomeni, da je verjetnost za zmago

velikih dobickov majhna ne glede na to, kako bogati igro za¢nemo.

Zgled 6. Vrnimo se na primer ameriske rulete. Ugotovili smo, da zanjo velja p = 19—9, zanima pa nas
verjetnost, da si priigramo dodatnih 100 €. Z vstavljanjem v dobljeno enacbo dobimo

9 100 1
< | — < —
P2) < (10) = 37648’



pri ¢emer je verjetnost neodvisna od naSega zacetnega zneska. Rezultat se nam lahko zdi precej pre-
senetljiv, saj imamo obcutek, da je igra skoraj pravicna, verjetnost za zmago pa vseeno izjemno hitro
pada.

Poglejmo si e primer, ko je igra praviéna, torej p = +. Kot smo Ze prej izrac¢unali, imamo dvojno

2
refitev 7 = r; » = 1 in dobimo ena¢bo za splosni ¢len
P,=An-1"+B-1" = An+ B.

S pomocjo robnih pogojev Py = 0= B in Ppr =1 = AT + B hitro izpeljemo B =01in A = %, kar nam
da natancen rezultat

p, =2
T

Kot lahko vidimo je pri praviéni igri verjetnost zmage veliko bolj odvisna od razmerja med zacetnim in
konénim zneskom, kot samo od Zelenega dobicka.

Zgled 7. Spomnimo se na igro Ameriske rulete, kjer si zelimo priigrati 100 €. Kot smo Zze izracunali v
je verjetnost nase zmage, ne gledena naso zacetno koli¢ino denarja, izredno majhna. Po drugi

strani bi v primeru pravi¢ne igre, ki jo zacnemo z 100 €, verjetnost zmage bila kar % = % Ce bi zeleli
verjetnost, da si prisluzimo 100 €3e povecati, bi lahko igro zaceli z na primer 900 €, in bi verjetnost bila
kar 290 — (9

1000 )

Pri resevanju tega problema smo ugotovili, da se glede na konstrukcijo igre lahko zgodi, da igre nikoli
ne bi koncali — ne bi dosegli konénega zneska, prav tako pa nikoli ne bi izgubili vsega svojega denarja. To
je zelo nezazelen rezultat igre, saj bi si zZeleli, da sta zmaga in poraz drug drugemu nasprotna dogodka,
kar bi se zgodilo, ¢e igra v neskon¢nost ni mogoca.

Trditev 2. Verjetnost, da bomo igro igrali v neskoncnost, je za vsak p enaka 0.

Dokaz. Za zacetek si oglejmo robna primera. Ce je p = 0, bomo v vsaki potezi denar izgubili, torej se
bo igra oc¢itno koncala, podobno bomo pri p =1 v vsaki potezi denar dobili, kar nas tudi vodi do konca
igre. V nadaljevanju lahko zato predpostavimo, da velja 0 < p < 1.

Oznacimo s F dogodek igranja igre v neskonénost in definirajmo novo zaporedje {@Q,}, kjer je @, =
P(F|Dy = n) verjetnost igre v neskonénost, ¢e smo igro zaceli z n kovanci, pri fiksnem T. Podobno kot
v lahko enostavno izraéunamo robna pogoja Q¢ = 0 in @7 = 0. Tako v primeru, ko zanemo
igro brez denarja, kot v primeru, ko jo zatnemo z zmagovalno koli¢ino, je igra takoj koncana, torej je
verjetnost, da jo bomo igrali v neskonc¢nost res enaka 0. Za vse vmesne ¢lene lahko s podobno razlago
kot v dokazu izpeljemo rekurzivno zvezo

Qn = an—l—l + (1 _p)Qn—1~

Opazimo, da ima enako karaktreisti¢no enacbo kot zaporedje {P,}, razlikuje se le v robnih pogojih.
Resitve te karaktreristicne enacbe Ze poznamo, zato moramo zopet problem, ko je p = % lociti od

i 1
primera p # 3 . .
V primeru p # 5 imamo enacbo za splosni ¢len

Qn:A(I;p)n+B.

1z zacetnega pogoja Qo = 0 = A+ B dobimo A = — B, kar lahko vstavimo v drug robni pogoj in odbimo

T
QT=0=A<1_p) Y
p

(57 )

Ker vemo, da p # %, mora za enakost enacbe veljati A = 0, kar pomeni da je tudi poljuben ¢len zaporedja



Ko je igra pravi¢na in je p = %, je enacba za splosni ¢len enaka
Q, =An+ B.

Iz robnih pogojev Qo = 0 = B in Q7 = 0 = An + B dobimo A = B = 0, kar pomeni, da je igra v
neskoncnost tudi pri pravicni igri skoraj nemogoca. O

Za konec si poglejmo Se, kaj se zgodi, Ce igro igramo brez zgornje omejitve. Za igro, kjer sreca ni na
nasi strani, se nam zdi, da bomo po dolgem igranju vedno izgubili denar, saj bomo po velikem Stevilu
potez ve¢ denarja izgubili, kot dobili. Nam mogoce zanimivejsi primer se pojavi pri igranju pravi¢ne igre,
saj gotovega bankrota ne moremo utemeljiti kot pri nepraviéni igri.

Trditev 3. Ce igramo praviéno igro (b= %) in igramo brez zgornje meje — igra se konca le v primeru,
ko ves denar izqubimo, potem je verjetnost, da se to zgodi enaka 1 ne glede na zacetno vrednost denarja.

Dokaz. Pomagali si bomo tako, da bomo najprej verjetnost omejili s pomocjo verjetnosti, ko imamo
zgornjo mejo T, nato pa bomo pogledali kako se vrednost spremeni, ¢e T posljemo proti neskonénosti.
Oznacimo z B dogodek nasega bankrota. Ocitno lahko to verjetnost omejimo z

P(B) > P(B preden dosezemo T).

Ker vemo, da igra, kjer imamo zgornjo mejo ne more iti v neskon¢nost, je nasprotni dogodek od bankrota
preden dosezemo T kar enak temu, da dosezemo T preden bankrotiramo. V preteklih dokazih smo temu
dogodku rekli zmaga in ga oznacili z Z. Poleg tega, smo P(Z) pri p = % tudi izracunali in sicer je
P(Z) = %. Zgornjo neenakost lahko zato zapisemo kot

P(B) > 1-P(Z)
>1- 2
=t T

V tem primeru je seveda n fiksen, kot obljubljeno pa T' posljemo proti neskonénosti in velja, da je

lim (1 _ ﬁ) -1,
T— o0 T

kar pomeni, da je tudi P(B) = 1. O
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