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Samo Jan, Eva Solinc
Mentor: Matija Likar

Mate
P )
S
& &
AN -.oo
s RN
o - N
— CCke - 7
a (C C (CCE%jC:égC eCCCH oah
S <
o, o
S5 o

Povzetek
V ¢lanku opredelimo osnovni problem ter predstavimo kljuéne izreke teorije kodiranja. Defini-
ramo Singletonovo mejo, ki opredeljuje teoretsko mejo ucinkovitosti koda. Vpeljemo polinome nad
kon¢nimi polji in pokazemo temeljne izreke o njihovih ni¢lah. Predstavimo Se kodiranje z uporabo
Reed-Solomonovega koda in dokazemo, da izpolnjuje Singletonovo mejo.

1 Uvod

Dne 26. julija leta FF26 po marsovskem Stetju so Zemljani zeleli vzpostaviti stik z Marsovci kot najblizjimi
zunajzemskimi bitji. Poslali so torej sporocilo: ,,Pozdravljeni! “.

Mlada Marsovca Eva in Samo sta sporocilo polna navduSenja prestregla. A navduSenju je sledilo
razoCaranje. Pisalo je: ,gozdrarljeni!® | Kaksni gozdarji neki?“ je zavzdihnila Eva, obupavajota nad
neumnostjo sporocila. Tedaj pa je Samo dozivel preblisk: ,Najbrz so zeleli napisati kaj bolj smiselnega,
pa se je sporocilo na poti unicilo! Pomagajva jim.“

Tako sta 1. avgusta FF26 Eva in Samo planetu Zemlji poslala sporo¢ilo, kodirano po Reed-Solomonovem
kodu. Obenem sta v medgalakticno medmrezje pripela pri¢ujoci ¢lanek, v posebni Zemljin predalcek pa
polozila izvirno sporocilo, da ga bodo znali razvozlati. Vse seveda v upanju, da Zemljani sploh imajo
dostop do galakti¢nega medmrezja.

2 Osnove teorije kodiranja

Za zacetek si oglejmo nekaj osnovnih definicij, ki nam bodo pomagale opredeliti problem kodiranja in
dekodiranja sporocil.

Definicija 1. Abeceda ¥ je mnozica znakov (npr. ¥ = {0,1}). Niz je n-terica znakov iz X, mnoZico
vseh takih n-teric oznacimo z ¥™. Kod C je podmnoZica ¥". Stevilu n pravimo tudi dolZina bloka koda.

Za vsak kod lahko definiramo tudi dimenzijo koda, ki je definirana s k = log,|C|, kjer je ¢ = [X|
velikost abecede. Hitrost koda definirano s R = k/n, ki nam pove gostoto informacij, ki jih posiljamo
z nekim kodom. Poznamo tudi redudanco koda (n — k), kjer je n > k. Pojme bomo uporabljali v
nadaljevanju kot metrike, ki bodo opisovale kvaliteto koda.



2.1 Pot sporocila

Zacnemo s svojim sporocilom m € YXF, ki ga s kodirno funkcijo E spremenimo v kodirno besedo
c € C. Ta gre nato skozi kanal, kjer se lahko zamenjajo nekateri znaki osnovnega sporocila. S tem dobimo
nov niz Ch(c) € X", ki sestoji iz kodirne besede, kateri so bili nakateri znaki morda spremenjeni. Nato ta
niz posljemo skozi dekodirno funkcijo D, ki prejemniku rekonstruira osnovno sporocilo. Eden izmed
temeljnih problemov teorije kodiranja je najti kod C ter funkciji E in D, ki omogocata rekonstrukcijo
izvirnega sporocila pri ¢im ve¢jem Stevilu napak, ki se lahko pojavijo med prenosom.
DN D MRS SR v
Zgled 1. Vzemimo ¥ = {0,1}, k = 3 in n = 9. Sporocilo m = (1,0,1) kodirna funkcija E zakodira
tako, da ga trikrat ponowvi.
E(m) = (1,0,1,1,0,1,1,0,1) € C C ="

Recimo, da kanal spremeni znak na tretjem mestu (torej namesto 1 poslje 0).
ChME(m)) = (1,0,0,1,0,1,1,0,1)

Dekodirna funkcija D za vsako od treh mest prvotnega sporodila izbere znak, ki se med tremi ponovitvami
pojavi veckrat (vecdinsko odlocange), in tako pravilno rekonstruira

D(CH(E(m))) = (1,0,1) = m.

Rekli smo, da se lahko med prenesom nekateri znaki v nasem sporocilu spremenijo. Podrobneje si
oglejmo, kako lahko te napake stejemo in kako z njimi opredelimo kvaliteto kanala.

2.2 Hammingova razdalja

Definicija 2. Naj bosta u,v € ™. Izraz A(u,v) predstavija Stevilo znakov, kjer se u in v razlikujeta,
cemur pravimo Hammingova razdalja.

Izrek 1. Hammingova razdalja je metrika.

Dokaz. Razdalja A(u,v) je po definiciji vecja ali enaka ni¢. Hkrati je razdalja enaka ni¢, natanko tedaj,
ko je u = v. Iz definicije sledi tudi simetri¢nost, torej A(u,v) = A(v, u).
Velja tudi trikotniska neenakost, ki pravi,

Au,w) < Au,v) + A(v, w).

To drzi, saj ¢e spremenimo niz u v niz v potrebujemo A(u,v) korakov. Ce nato Se nastali niz spremenimo
v w pa Se A(v,w) korakov. Torej se u in w razlikujeta kve¢jemu v A(u,v) + A(v,w) znakih. O

Dokaz trikotniske neenakosti Se podkrepimo s primerom. x = (0,0,1), y = (1,0,1) in z = (0, 1,0),
kjer ¢e x prevedemo v z prek y opravimo §tiri spremembe, medtem ko se niza x in z razlikujeta v dveh
znakih.

2.3 Kanal s t napakami

Spomnimo se, da je kanal Ch funkcija iz 3™ v ¥". Torej slika nize dolzine n v nize iste dolzine, kjer
nekatere znake morebiti spremeni. Za kanal Ch pravimo, da ima ¢ napak, ¢e velja, da za vsak v € X"
velja A(v, Ch(v)) < t. Povedano drugace, posameznemu nizu spremeni kve¢jemu ¢ znakov. Pravimo, da
kod C zaznava t napak, ¢e obstaja dekodirna funkcija D : ¥™ — {0,1}, kjer 0 pomeni, da je v kanalu
prislo do spremembe vsaj enega znaka, 1 pa, da so znaki prisli skozi brez napake. Pravimo tudi, da kod
C popravi t napak, ée obstaja dekodirna funkcija D, tako da za vsak m € 3F velja D(Ch(E(m))) = m.

Zgled 2. Za primer koda si bomo pogledali ponovitvent kod. S ponovitvenim kodom nekajkrat ponovimo
nase osnovno sporocilo. Vzemimo ¥ = {0,1} in n = 9. Nato lahko zakodiramo sporocilo (x1,x2,x3) na
naslednji nacin.

C3,rep(T1, T2, 23) = (T1, T2, T3, T1, T2, T3, T1, T2, T3)



Naso dimenzijo koda k dobimo s preprostim racunom k = log, 23 = 3. Zdaj lahko $e izracunamo hitrost

koda
Roh_3_1
n 9 3
kar pomeni, da nasa kodirna beseda nosi trikrat veé podatkov, kot bi jih bilo minimalno potrebnih za
uprizoritev sporocila.

2.4 Minimalna razdalja

Kot bomo videli, nam pri izbiri koda pomaga dejstvo, da se posamezni nizi v kodu med seboj razlikujejo
v ¢im ve¢ znakih. To raznolikost bomo izrazili z minimalno razdaljo koda.

Definicija 3. Minimalna razdalja koda je minimalna Hammingova razdalja med poljubnima razlicnima

kodirnima besedama.
A(C)= min_ A(cq,c2)

c1,c2€C
c1#c2

Na primer, bralec se lahko preprica, da pri ponovitvenem kodu velja A(Cs 1ep) = 3.
Naslednji izrek je kljucen, saj nam pove, da vecja kot je razdalja med kodi, ve¢ napak lahko zaznamo
0z. popravimo.

Izrek 2. Naj bo C kod. Naslednje trditve so ekvivalentne.
1. Minimalna razdalja C je d > 2.
2. Kod C zazna d — 1 napak.
3. Kod C popravi L%J napak.

Dokaz tega izreka je na voljo v [I, Trditev 1.4.2]. Na tej tocki se nam poraja vprasanje, koliksna je
najvecja minimalna razdalja, ki jo lahko doseze nek kod z dolzino bloka n in dimenzijo k.

Izrek 3 (Singletonova meja). Naj bo C' kod z dolzino bloka n in dimenzijo k. Tedaj za njegovo minimalno
razdaljo d velja
d<n-k+1.

Dokaz tega izreka je na voljo v [1l Izrek 4.3.1].

Ce je za nek kod ta meja dosezena, pravimo, da ima kod minimalno separabilno razdaljo. Zdaj
lahko znanje o minimalni razdalji uporabimo pri poljih. V nadaljevanju bomo videli, da je prav Reed-
Solomonov kod primer koda z minimalno separabilno razdaljo.

3 Polinomi nad kon¢nim poljem

Preden se lotimo opisa Reed-Solomonovega koda, se moramo seznaniti z nekaj definicijami in rezultati
iz teorije grup in polinomov nad kon¢nimi polji.

Definicija 4. Grupa je par (G,+), kjer je G mnoZica, +: G x G — G pa binarna operacija, za katero
velja

e asociativnost: za vsake gi, 92,93 € G velja (91 + g2) + g3 = 1 + (g2 + g3),

e enota: obstaja tak e € G, da za vsak g € G veljae+g=g+e=g,

1

e inverz: za vsak g € G obstaja g7 € G, da velja g+ g ' =e=g ' +g.

Primer grupe je denimo mnozica celih Stevil z operacijo seStevanja, mnozica racionalnih Stevil z
operacijo mnozenja pa ni grupa, ker stevilo 0 nima inverza.

Definicija 5. Ce je operacija + komutativna, torej velja a +b = b+ a za vsak par a,b € G, pravimo
grupi Abelova grupa.



Definicija 6. Polje je trojica (F,+,), kjer je F' mnoZica, + in - pa binarni operaciji, za katere velja
e (F,+) je Abelova grupa,
o (F\ {0},") je Abelova grupa,
o distributivnost: za vsake a,b,c € F veljaa-(b+¢)=a-b+a-c.

Primer polja je mnozica racionalnih stevil z operacijama seStevanja in mnozenja. Polja pa ne rabijo
biti nujno kon¢na. Za nas bodo prav koristna koncéna polja, primer katerij je naslednji. Naj bo p
prastevilo. Mnozica F,, je mnozica {0,1,2,...,p — 1} z operacijama seStevanja po mod p in mnozenja po
mod p tvori polje. Dokaz, da gre res za polje, je na voljo v [I Lema 2.1.4].

Definicija 7. Polinom f(x) nad poljem F je izraz
f() = agz® + ag_12*' + -+ + a1z + ao,

kjer sta d € Ny in a; € F za vsak 0 < i < d ter aqg # 0. Stopnja polinoma f je deg f = d. MnoZico vseh
polinomov nad poljem F oznadimo s Flz].

Polinome lahko med seboj seStevamo in mnozimo. Za polinoma f in g naj velja deg f < degg = n.
Zapisimo ju kot f(x) = apa™ + an_12" "L+ +a1x + ag in g(x) = bpa™ + by_12" L+ -+ + by + by.
Njuna vsota znasa

f(@)+g(x) = (an + bp)z™ + (an_1 + bn,l)gc”_1 + ...+ (a1 + b))z + ag + bo.

Produkt f in g je h, ¢igar koeficienti so

Cp = Z aibk_i.

0<i<k

Zgled 3. Sestevanje in mmnozZenje polinomov nad poljem bomo pokazali na primeru. Vzemimo polje
F3 = {0,1,2} in si izberimo polinoma x? + 2x + 2 in 22 + 2, ki sta oba stopnje 2. Izracunajmo njuno
vsoto in produkt.

(2 +20+2)+ (22 +2) =22+ 22 +4=22"+22+1

(22 +20+2)- (2 +2) =2+ 202 +22° + 4+ 22° +4 =2+ 228 + 2P + 2+ 1
Spomnimo se, da smo racunali po mod 3.

Opazimo lahko, da je produkt izbranih polinomov stopnje 4, vsota pa stopnje 2. V sploSnem velja

deg fg =deg f+degg in deg(f+g) < max(degf,degyg),
pri ¢emer enakost velja, kadar vsota vodilnih koeficientov f in g ni enaka nic.
Definicija 8. Vrednost a € F je nicla polinoma f, ée velja f(a) = 0.

Bralec verjetno ze ve, da je stevilo nicel realnega polinoma omejeno z njegovo stopnjo. Podobno velja
tudi za polinome nad poljubnim poljem.

Izrek 4. Nenicelni polinom f € Flx] stopnje d ima kvecjemu d razliénih nicel.
Izreka v tem ¢lanku ne bomo dokazali, lahko ga pa bralec najde v [II, Trditev 5.1.5].

Izrek 5. Naj bodo x1,x2,...,x € F paroma razlicni in naj bodo y1,ys, ..., yx poljubni. Obstaja enolicen
polinom f € F[z] s stopnjo deg(f) < k — 1, za katerega velja f(x;) = y; za vsak 1 <1i < k.

Dokaz.

Posebej bomo dokazali obstoj in enoli¢nost takega polinoma f.



i) Enoli¢nost bomo dokazali s protislovjem. Predpostavimo, da obstajata razliéna polinoma f in g, ki
ustrezata pogojem, torej zanju velja degf < k —1, degg < k — 1 in f(z;) = g(x;) = y; za vsak
1 <i < k. Potem velja tudi deg(f — g) < k — 1. Posledi¢no ima po izreku 4| polinom f — g najveé
k — 1 nicel.

A poglejmo Se drugace. Za vsak z;, kjer je 1 < j < k velja
(f —9)(=z;) = f(x;) —g(z;) = y; —y; = 0.

Polinom f — g ima tako vsaj k nicel, kar je v protislovju s prej$njo ugotovitvijo. Polinom je torej
enoli¢no dolocen.

ii) S konstrukcijo Se dokazimo obsto] tega polinoma. Za ta namen bomo vpeljali Lagrangeev bazni

polinom
T —x;
LZ(Z‘) = RN .
4 T; — LE]'
1<j<k
i#£]

Lagrangeev bazni polinom L;(z;) zavzame vrednost 1, ée ¢ = 7, in 0, ¢e i # j, o Cemer naj se bralec
preprica sam.

Definirajmo polinom f(z) kot
k
fl@) = wiLi(@).
i=1

V tocki z; je tako vrednost polinoma enaka

k

flxs) =Y wila(a;) = y;Ly(xs) =y

i=1

Dokazali smo torej, da obstaja polinom, za katerega velja f(xz;) = y; za vsak 1 < i < k. Iz
konstrukcije Lagrangeevih baznih polinomov pa tudi vidimo, da ima stopnjo najve¢ k — 1.

O

4 Reed-Solomonov kod
Naj bo m = (ag, a1, ...,ax—1) € F’; nase sporocilo, ki ga zelimo poslati. Definirajmo polinom

flz) = ap_12" P ap_o2" 2+ -+ a1z + ao.

Vrednosti p in k sta med posiljateljem in prejemnikom vnaprej dogovorjeni. Prav tako je doloc¢ena
vrednost n < p, ki predstavlja dolzino bloka v kodu, in razliéne evalvacijske tocke aq,...,q, € Fp.
Kodirna beseda je niz vrednosti polinoma f(z) nad poljem F,, v izbranih evalvacijskih tockah. Nanané¢neje

(ao,a1,...,ar_1) £> (flaa), flaz),. .., flan—1)).

Reed-Solomonov kod je mnozica vseh moznih kodirnih besed. V primeru, da na kanalu ne pride do
napak, lahko prejemnik s poznavanjem evalvacijskih tock na podlagi izreka [f] rekonstruira polinom in s
tem prvotno sporocilo.

Definicija 9. Reed-Solomonov kod s parametroma n in k (krajse RS) je mnoZica

RS[n, k] = {(f(n), flaz),..., flan)) : [ € Fplz], deg f <k} CTFp.

Zgled 4. Oglejmo si Se primer kodiranja sporocila po Reed-Solomonovem kodu. Sporocevalec Zeli poslati
niz (1, 0, 1) dolzine k = 3. Izbere p = 7, torej racuna v F7. Doloc¢i se n = 5 in za evalvacijske tocke
izbere

(651 :1,0[2 :2,...,a5:5.



Pripadajoci polinom je
f@y=1-2240-2+1=a>+1.

Zdaj si ogleda vrednosti polinoma f(x) v izbranih evalvacijskih tockah: f(aq) = f(1) =2, f(ag) = f(2) =
5 f(az) = f(3) =10 = 3, f(a) = f(4) = 17 = 3, f(as) = f(5) = 26 = 5. Sporocevalec tako poslje
kodirno besedo (2, 5, 3, 3, 5).

Nastejmo Se nekaj lastnosti Reed-Solomonovega koda.
1. Dimenzija RS je k.

2. RS je linearen kod, kar pomeni, da velja E(m; +mz) = E(my) + E(mz) in E(miA) = AE(m;y),
kjer je A € IF), in sta m; in my poljubni sporoéili.

3. RS ima minimalno separabilno razdaljo A(RS) = n — k + 1, zato lahko popravi | “5% | napak in
zazna n — k napak.

V dokazu tretje lastnosti RS bomo uporabili naslednjo lemo.

Lema 1. Naj bo C linearen kod. Hammingovo teZo wt(c) definirajmo kot stevilo nenicéelnih élenov v
kodirni besedi. Minimalna Hammingova teZa nenicelnih elementov v kodu C' je enaka minimalni razdalji
v C, torej
A = mi .
(@) min wit(c)
c#0
Iskanje minimalne razdelja koda C smo tako prevedli na iskanje nenic¢elne kodirne besede z mini-
malno Hammingovo tezo. Ker mora biti kodirna beseda (f(«1), f(ag),..., f(an—1)) nenicelna f pa
ima stopnjo kve¢jemu k — 1 < n, mora po izreku 4| biti f neniceln polinom. Sledi torej, da je izmed
flan), f(az2),..., f(cn—1) najvet k — 1 enakih ni¢, torej je
minwt(c) >n—(k—1)=n—k+ 1.

ceC
c#£0

Taksen ¢, ki doseze mejo pa prav tako obstaja, saj lahko izberemo

f@)=(x—a)(z—az) - (x—an_1)-

Sledi, da je A(C) = n — k + 1. Po izreku [2| vidimo, da torej Reed-Solomonov kod popravi L"T*kj napak.
Preostalo nam je le Se opisati, kako lahko prejemnik iz kodirne besede pridobi prvotno sporocilo z
napakami. Eden bolj znanih na¢inov, kako to storiti, je t.i. Welch-Berlekampov algoritem, ki je opisan

v [3].
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